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Danh sách kí hiệu

N Tập hợp các số tự nhiên

R Tập hợp các số thực

R+ Tập hợp các số thực dương

n! đọc là n giai thừa, ký hiệu cho tích 1.2. . . . .n

max Cực đại

min Cực tiểu

sup Cận trên lớn nhất

(Ω,A,P) Không gian xác suất

2X Họ các tập hợp con khác rỗng của X∑
ai a1 + a2 + . . . + an

P Độ đo xác suất

ξi Biến ngẫu nhiên ξi

{ξ > ε} Biến cố {ω ∈ Ω : ξ(ω) > ε}

E(X) Kỳ vọng hay giá trị trung bình của biến ngẫu nhiên X

p-lim Giới hạn của sự hội tụ theo xác suất

h.c.c. Hầu chắc chắn

exp(x) ex(
n
k

)
Số tổ hợp chập k của n, hay

(
n
k

)
= Ck

n = n!
k!(n−k)! .
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Mở đầu

Lý thuyết xác suất thống kê là một bộ phận của toán học, nghiên cứu các hiện tượng ngẫu

nhiên và ứng dụng chúng vào thực tế. Là hiện tượng ngẫu nhiên nên không thể nói trước

nó xảy ra hay không xảy ra khi thực hiện các quan sát. Tuy nhiên, nếu tiến hành quan sát

khá nhiều lần một hiện tượng ngẫu nhiên trong các phép thử như nhau, ta có thể rút ra được

những kết luận khoa học về hiện tượng này. Trong lý thuyết xác suất, độ lệch lớn liên quan

tới dáng điệu đuôi của dãy các phân phối xác suất, nó cho phép đánh giá tốc độ hội tụ của

họ các biến cố với xác suất lớn. Luật số lớn là một phần của Lý thuyết xác suất và thống kê.

Trong thực tế, những hiện tượng ngẫu nhiên do rất nhiều nguyên nhân ngẫu nhiên gây ra.

Việc tìm hiểu kiện để những hiện tượng như vậy xảy ra theo một quy luật nào đó là ý nghĩa

của nội dung “luật số lớn”. Với khuôn khổ đề tài luận văn thạc sĩ, tác giả tập trung trình bày

về “Độ lệch lớn cho dãy các biến ngẫu nhiên Bernoulli và áp dụng”.

Mục đích của đề tài luận văn là trình bày về ý nghĩa thực nghiệm của luật số lớn, các

địnhlý giới hạn, độ lệch lớn cho dãy biến ngẫu nhiên Bernoulli và đánh giá xác suất thành

công trong dãy Bernoulli. Ngoài phần Mở đầu, phần Kết luận, luận văn trình bày hai chương,

gồm các nội dung:

Chương 1. Luật số lớn cho dãy biến ngẫu nhiên có phân phối Bernoulli.

Chương 2. Các định lý giới hạn, độ lệch lớn, bài toán đánh giá xác suất thành công cho

dãy biến ngẫu nhiên có phân phối Bernoulli.

Trong quá trình học tập và nghiên cứu tại trường Đại học Khoa học, Đại học Thái Nguyên,

em luôn nhận được sự quan tâm giúp đỡ và động viên của các thầy cô trong Ban Giám hiệu,

Phòng Đào tạo và Khoa Toán -Tin. Qua đây, em gửi lời tri ân tới tập thể các thầy cô giảng

viên của trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên nói chung và Khoa Toán - Tin nói

riêng, đã truyền thụ cho em nhiều kiến thức khoa học quý báu trong thời gian em được là học

viên của trường. Tác giả xin chân thành cảm ơn Ban Giám hiệu trường THPT Nam Khoái

Châu, Hưng Yên, cùng toàn thể các anh chị em đồng nghiệp đã tạo điều kiện tốt nhất cho tác

giả trong thời gian đi học Cao học; cảm ơn các anh chị em học viên lớp Cao học Toán K13
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và bạn bè đồng nghiệp đã trao đổi, động viên và khích lệ tác giả trong quá trình học tập và

làm luận văn tại trường Đại học Khoa học, Đại học Thái Nguyên. Đặc biệt em xin được bày

tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới giáo viên hướng dẫn - TS. Trần Xuân Quý và TS. Đỗ Thị Phương

Quỳnh đã luôn quan tâm ân cần chỉ bảo, động viên khích lệ, giúp đỡ tận tình và góp ý sâu sắc

cho em trong suốt quá trình học tập cũng như thực hiện đề tài. Chặng đường vừa qua sẽ là

những kỉ niệm đáng nhớ và đầy ý nghĩa đối với các anh chị em học viên lớp K13 nói chung

và với bản thân em nói riêng. Dấu ấn ấy hiển nhiên không thể thiếu sự hỗ trợ, sẻ chia đầy yêu

thương của tất cả người thân trong gia đình. Xin chân thành cảm ơn tất cả những người thân

yêu đã giúp đỡ, đồng hành cùng em trên chặng đường vừa qua.

Một lần nữa, em xin trân trọng cảm ơn!

Thái Nguyên, ngày 25 tháng 01 năm 2021

Học viên

Tạ Thị Thắm
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Chương 1

Luật số lớn cho dãy biến ngẫu nhiên có

phân phối Bernoulli

1.1 Một số khái niệm và kết quả liên quan

Trong mục này sẽ giới thiệu vế dãy biến ngẫu nhiên có phân phối Bernoulli, bất đẳng

thức Chebysev được sử dụng cho các đánh giá trong chương sau. Cho bộ ba (Ω,A,P) với

Ω = {ω : ω = (a1, . . . , an)};

A = {A : A ⊂ Ω};

p(ω) = p
∑

ai · qn−
∑

ai;

gọi là sơ đồ Bernoulli.

Trong phần này và phần tiếp theo ta nghiên cứu một số tính chất giới hạn của sơ đồ

Bernoulli.

Xét dãy biến ngẫu nhiên {ξ1; . . . ; ξn} xác định như sau:

ξi(ω) := ai; i := 1; . . . ; n;ω = (a1, . . . , an).

Các biến ngẫu nhiên Bernoulli ξi(ω)i độc lập với nhau và có cùng phân phối xác suất:

P{ξi = 1} := p;

P{ξi = 0} := q; i = 1, . . . , n.

Khi đó, biến ngẫu nhiên ξi được coi như kết quả của phép thử thứ i (hoặc lần thứ i). Ta đặt

S 0 := 0;

S k(ω) := ξ1 + · · · + ξk; với k = 1, . . . , n.
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Từ đó suy ra

ES n = E(ξ1 + · · · + ξn)

= E(ξ1) + · · · + E(ξn);

⇒ E
S n

n
= p. (1.1)

Mặt khác, giá trị trung bình của số lần thử thành công (nghĩa là S n
n ) trùng với xác suất thành

công p.

Trước hết, chúng ta lưu ý, ta không thể cho rằng: với ε > 0 đủ nhỏ và với n đủ lớn thì độ

lệch của S n
n với p là bé hơn ε,∀ω. Nghĩa là∣∣∣∣S n(ω)

n
− p

∣∣∣∣ < ε,∀ω ∈ Ω. (1.2)

Thực vậy, với 0 < p < 1:

P
{S n

n
:= 1

}
= P{ξ1 = 1, . . . , ξn = 1} := pn;

P
{S n

n
:= 0

}
= P{ξ1 = 0, . . . , ξn = 0} := qn.

Từ đó cho thấy rằng, (1.2) không thỏa mãn với ε đủ nhỏ.

Tuy nhiên, với n đủ lớn ta sẽ thu được xác suất của biến cố S n
n = 1 và S n

n = 0 là nhỏ. Do

đó, một cách tự nhiên cho rằng xác suất của biến cố∣∣∣∣S n

n
− p

∣∣∣∣ > ε
cũng sẽ nhỏ với n đủ lớn.

Từ đó, ta đánh giá xác suất của biến cố{
ω :

∣∣∣∣S n

n
− p

∣∣∣∣ > ε}.
Với mục đích đó, ta phải sử dụng bất đẳng thức sau:

Mệnh đề 1.1.1 (Bất đẳng thức Chebysev). Cho (Ω,A,P) là không gian xác suất và ξ = ξ(ω)

là biến ngẫu nhiên không âm thì

P{ξ > ε} 6
Eξ

ε
, ∀ε > 0. (1.3)
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Chứng minh. Ta có

ξ = ξ · I{ξ > ε} + ξ · I{ξ < ε} > ξ · I{ξ > ε} > ξ · I{ξ > ε},

trong đó I(A) là hàm chỉ tiêu của A. Lấy kỳ vọng toán hai vế:

Eξ > ε · P{ξ > ε}.

�

Hệ quả 1.1.2. Nếu ξ là biến ngẫu nhiên bất kỳ, với ε, ta có

P{|ξ| > ε} 6
E|ξ|

ε
.

P{|ξ| > ε} = P{|ξ|2 > ε2} 6
E|ξ|2

ε2 . (1.4)

P{|ξ − Eξ| > ε} 6
Dξ

ε2 .

Trong bất đẳng thức cuối cùng của (1.4) thay ξ = S n
n , ta được

P
{∣∣∣∣S n

n
− p

∣∣∣∣ > ε} 6 D(S n
n

)
ε2 =

pq
nε2 .

Do đó

P
{∣∣∣∣S n

n
− p

∣∣∣∣ > ε} pq
nε2 6

1
4nε2 . (1.5)

Từ đó cho thấy rằng: với n đủ lớn, xác suất để S n
n lệch so với xác suất p lớn hơn ε là rất nhỏ.

Với n > 1 và 0 6 k 6 n, ta viết

Pn(k) =

(
n
k

)
· pk · q(n−k)

thì

P
{∣∣∣∣S n

n
− p

∣∣∣∣ > ε} =
∑

{k:| kn−p|>ε}

Pn(k).

Từ đây ta thu được ∑
{k:| kn−p|>ε}

Pn(k) 6
pq
nε2 6

1
4nε2 (1.6)

Từ (1.6) ta thấy ∑
{k:| kn−p|>ε}

Pn(k)→ 0, (n→ ∞). (1.7)

Ta có thể phân tích hình vẽ trên như sau.
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Hình 1.1

Ta cùng biểu diễn phân phối nhị thức {Pn(k), 0 6 k 6 n} như Hình 1.1. Khi n tăng thì hình

vẽ được mở rộng và trở nên bằng phẳng hơn, tại thời điểm∑
{k:| kn−p|>ε}

Pn(k)→ 1

với np − nε 6 k 6 np + nε.

Xét dãy các biến ngẫu nhiên: S 0, . . . , S n như những đường riêng không ổn định thì (1.7)

được giải thích như sau:

Khi n đủ lớn, điểm S n xác định vị trí của phần tử tại thời điểm n nằm trong khoảng

[n(p − ε), n(p + ε)] với xác suất tương đối lớn (xấp xỉ 1). Xem Hình 1.2.

Ta viết lại dưới dạng sau:

P
{∣∣∣∣S n

n
− p

∣∣∣∣ > ε}→ 0, (n→ ∞). (1.8)

Ta thấy, biểu thức (1.8) thực sự được xác định chỉ nếu P là xác suất trên không gian (Ω,A),

ở trên đó có nhiều dãy vô hạn các biến ngẫu nhiên độc lập có phân phối Bernoulli: ξ1, ξ2, . . .

được định nghĩa. Các không gian như thế được xây dựng và (1.8) được xác định theo ý nghĩa

xác suất hoàn toàn chặt chẽ.

Theo trên, ta thấy ngoài công cụ giải tích thì sử dụng ngôn ngữ của lý thuyết xác suất, ta

chỉ chứng minh được như sau:

Cho (Ω(n),A(n),P(n)), n > 1 là dãy có phân phối Bernoulli sao cho

Ω(n) = {ω(n) : ω(n) = (a(n)
1 , . . . , a − n(n)); a(n)

i := 0, 1},


